TEOREMA DEL BINOMIO
EJERCICIOS RESUELTOS

1. Los coeficientes binomiales pueden definirse en una forma mas general que la dada en Def. 1,
y en forma inductiva, como sigue

DEFINICION 12 SixeR y ne N, entonces:
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Usando Def. 1 y Def. 1’ calcular

a) () b () o () d (), neN

Solucion: De la definicion 1°
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2. Demostrar que si

ne N, , entonces:

Lo haremos por induccién en n, con xe€ R fijo cualquiera.

| [definicion 1]

[ejercicio 1 a)

lo que prueba la validez del teorema para n =1.

xXeR 'y
x+1 x+1 X
(n+1 n+1 (n)
Demostracion:
+1-1
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(def. 1)

(hipdtesis inductiva)
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(i)

Por teorema de induccion, la férmula es verdadera para todo ne N (yparatodo xe R).

3. Setienen 12 libros ;de cuantas maneras puede hacerse una seleccion de 5 de ellos, si se desea
que un libro determinado esté en cualquiera de las elecciones?

Solucion:

Puesto que un libro especificado debe incluirse en cualquiera seleccidon, solo falta

seleccionar 4 entre los 11 restantes. Luego, el nimero de selecciones posibles es

11!

()= raiay



4.**  Se desea seleccionar k& objetos entre n. ;Para qué valor de k se tiene el mayor nimero
de elecciones posibles?

Soluciéon: Los valores posibles para & son 1,2,3,...,n; por comodidad
consideraremos el valor 0. Asi, k& puede asumir n+ 1 valores.

Recordando que (}) = (,”,), bastaconsiderar los valores k=0,1,2,..., n/2,

si n espar, ylosvalores k=0,1,2,..., (n—1)/2, si n es impar.
Examinemos el caso n par :

Si 0<k <n/2; entonces (Def. 1’):

iy ks on ko
() =g ) {k+1 . (,f)}

>[nrmr2)-110) = ).

Vemos que el coeficiente binomial ( ,’Z) crece a medida que crece k, alcanzando su
. n
maximo para k = 5

Andlogamente se prueba que en el caso n impar, el maximo valor de () se obtiene
cuando k =(n-1)/2 (o bien (n+1)/2).

5. Calcular, sin desarrollar el binomio, el sexto término en el desarrollo de (x+y)".

Solucién:  Denotando por £ el sexto término, tenemos

t, = (155)x1° y® = 3003x" y°

6. Calcular el término central en el desarrollo de

(3\/; —x’2/2)6.

Solucion: El desarrollo de este binomio tiene siete términos; luego, el término central es

= () W) a2 r2) = -5 2



7. Calcular el término independiente de x (si lo hay), en el desarrollo del binomio (x—1/x)’

Solucion: El k-ésimo término en el desarrollo del binomio

es tk:(,ﬁl)x‘)’k” (—l/x)k_1 =

= (-1 (k(il) i

Para que éste no dependa de x debe tenerse 11 —2k=0.
Como la solucién es k=11/2¢ N, no hay término independiente de x en este

desarrollo.

8. Demostrar que

n

a Y (r)=2

k=0

k=0

Demostracion: a) 2" = (1+1)" =] (Z)l”_k 1*

by 0=0"=(1-1)=>() 1 =1

- i(—l)" o)



9%%_ Obtener el coeficiente de x* en el desarrollo de (1 + x* — x*)

Solucion: Desarrollando por el teorema del binomio se obtiene:

(R () T S » (It

k=0 k=0
. . k
Analicemos las potencias (x>— x*), 0< k <9

(=) = Sy G e Y

= DD () o

Debemos resolver cuando el exponente 8 aparece en la forma
2k+i, 0<k <9, 0<5i <k

Como kK >4 =2k+i >8, debetenerse: 0< k <4

k=0=1i=0 =2k+1 =0

k=1=1i=0,1 =2k+i =2,3

k=2=1i=0,12 =2k+i =4,56

k=3=1i=0,1 2,3 =2k+i =6,7,8,9 = k=3, i=2
k=4=1i=0,12 3,4 =2k+i =8,9,10,1L12, = k=4,i=0

Asi, los coeficientes que multiplican a x* son
(I CY BT O I )

Finalmente, el coeficiente de x* es  3(2) + (3) = 378.



n=1
10*.  Calcular S = > (-D* (";")5> % 2% 6"
k=0

n—1
Solucion: S =Y (=D ("H(EH" 2% 6) 2767
k=0

n—1
25 - ? DDt 250 24!
k=0

25.9 (25-24)""" = 225

n

11*.  Probar que Z(f’) = Z(’j’)

i=0 j=1
1 par J impar.

Solucion: Lo que se pide demostrar es equivalente a:

n n

) - X0)=0

i=0 j=1
1 par J impar.

n

Es decir,a: 0 = 2(7)(_1)’ + (j)(—l)’

i=0 j=1
1 par j impar.

n

= (” )(— 1), lo cual, segiin vimos en ejercicio 8, es verdadero.

t
t=0



12. Demostrar el Teorema del Binomio: Dados a,be R

(@) =3 (1)a"* b* Vne N
k=0
Demostracion: Por induccion.

i) Para n=1 se tiene que:

(a+b)' = le(}f)a"bl’k = (1)a®s' " +(a' b = a+b

k=0

1) Supongamos el teorema valido para me N, es decir:

(@40 = X (r)atsm*

k=0

Por demostrar:

m+1

a = kl a h
( +b)m+1 Z(m+ ) kbm+1 k

k=0
Se tiene que:

(a+b)"" = (a+b)" (a+b) = a(a+b)" + b(a + b)"

Luego, por hipdtesis inductiva, se obtiene:

(a+b)"*" = a{i(f)ak bmk} + b{

m
— ]LZ:(:)(Z[ )akJrlbm—k +

3
T

_ (krfl)akbm+l—k n i(:)akbmﬂ—k
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